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Re´sume´ :
Une densite´ de force de Laplace produite par un aimant et un courant continu ge´ne`re un mouvement
de rotation et une forme particulie`re de surface libre dans un e´lectrolyte. La mode´lisation du proble`me
couple´ entre l’e´lectromagne´tisme et la me´canique ainsi que des re´sultats de simulation compare´s avec
ceux d’une expe´rimentation sont expose´s.
Abstract :
A Laplace force density in an electrolyte due to a magnet and a direct current generates a rotating mo-
tion and then distorts the free surface. The coupling problem between electromagnetism and mechanics
is modeled.
Mots clefs : Coupled problem ; Electromagnetics ; Free boundary
1 Introduction
La ge´ne´ration directe de mouvement dans un e´lectrolyte a` l’aide d’un aimant et un courant constant
qui ge´ne`rent une densite´ de force de Laplace est une possibilite´ connue depuis longtemps [1], mais
cela reste un domaine riche en applications potentielles [2]. Il est propose´ ici d’e´tudier le mouvement
de rotation d’un e´lectrolyte dans une configuration ou` il est mis en rotation par une force azimuthale
avec prise en compte de la forme de la frontie`re libre.
2 Mode`le couple´ e´lectrique–me´canique
Γo
Γn
Γs
ΓeD
air
↑ M~ez
magnet
~er
~ez
⊗ ~eθ
Rw Re Ra zb − za
2 25 22.5 30 mm
Vol σ η
40 ml 8 S/m 103 Pa s
Figure 1 – Au milieu : une photographie de l’e´lectrolyte soumis a` l’action des forces de Laplace. A`
gauche, coupe me´ridionale du dispositif et ge´ome´trie pour le mode`le : l’aimant est place´ a` la distance
za du fond du re´cipient, sa hauteur et son rayon sont zb − za et Ra. L’e´lectrolyte est inte´rieur a` une
couronne de rayons Rw (Γo) and Re (Γe) et sa frontie`re libre est Γn. A` droite : valeurs des parame`tres
utilise´s.
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2.1 Mode`le e´lectromagne´tique
La description ampe´rienne de l’aimant permet d’appliquer la loi de Biot et Savart et d’obtenir une
expression du potentiel vecteur magne´tique
~a(r, z) = a(r, z) ~eθ = ~eθ
µ0 Ra M
4pi
∫
−za
−zb
dw
∫ 2pi
0
dθ
cos θ√
r2 +R2a − 2rRa cos θ + (z − w)
2
(1)
ou` M est la magne´tisation (suppose´e uniforme et dirige´e suivant l’axe de syme´trie) de l’aimant et za,
zb, Ra des parame`tres ge´ome´triques de´finis Fig. 1.
Dans la syme´trie axisyme´trique (pas de de´pendance en θ), le domaine de l’e´lectrolyte peut eˆtre de´crit
par sa section me´ridionale D ; si la forme de cette section est connue alors la densite´ de courant est
(avec la notation ~∇ = ∂∂r ~er +
∂
∂z ~ez)
~j = −σ ~∇ϕ ou`


~∇ ·
(
r ~∇ϕ
)
= 0 dans D
ϕ = V, 0 sur Γo, Γe
∂ϕ/∂n = 0 Γn, Γs
(2)
ou` le potentiel scalaire e´lectrique ϕ est connu au contact avec les e´lectrodes (Γo et Γe). Cette ap-
proximation est justifie´e. En effet, la conductivite´ e´lectrique de l’e´lectrolyte est bien infe´rieure a`
celle des e´lectrodes me´talliques en aluminium, dans lesquelles la chute de tension peut alors eˆtre
ne´glige´e. La diffe´rence de potentiel V fournie par la source de tension est le parame`tre de controˆle. La
force e´lectromotrice motionnelle produite par le mouvement de l’e´lectrolyte en pre´sence de l’induction
magne´tique est ne´gligeable : le champ e´lectrique correspondant est plus petit que b× v = 0.5× 0.1 =
0.05V/m alors que la diffe´rence de potentiel source est de l’ordre du Volt et qu’elle chute sur quelques
centime`tres.
La densite´ de force de Laplace est alors
~f = ~j ×
(
~∇× (a ~eθ)
)
=
(
σ
r
~∇(ra) · ~∇ϕ
)
~eθ (3)
Elle a uniquement une composante azimuthale.
2.2 Mode`le me´canique : dans l’e´lectrolyte
Dans l’e´lectrolyte, le champ de vitesses ~v est conservatif
~∇ · ~v = 0 (4)
et est solution de l’e´quation de bilan de quantite´ de mouvement stationnaire
ρ
(
(~∇× ~v)× ~v + ~∇
~v2
2
)
+ ~∇P = η ~∆~v + ~f − ρg ~ez (5)
ou` η est la viscosite´ dynamique (≈ 10−3 Pa s), ρ est la densite´ (≈ 103kg/m3) et P la pression.
Le champ de vitesses a deux parties
~v = vθ(r, z) ~eθ︸ ︷︷ ︸
azimuthale
+ vr(r, z) ~er + vz(r, z) ~ez︸ ︷︷ ︸
= ~vm me´ridionale
(6)
qui ne de´pendent que des coordonne´es me´ridionales (r, z) du fait de la syme´trie axisyme´trique. Les
e´quations de Navier-Stokes incompressibles (4), (5) exprime´es avec ces composantes deviennent
η~∇ ·
(
1
r
~∇(r vθ)
)
+ fθ = ρ ~vm ·
1
r
~∇(r vθ) (7)
∂P
∂r
− ρ
v2θ
r
= η~∇ ·
(
1
r
~∇(rvr)
)
+ ρ ~vm · ~∇vr (8)
∂P
∂z
+ ρ g =
η
r
~∇ ·
(
r~∇vz
)
+ ρ ~vm · ~∇vz (9)
1
r
∂( r vr)
∂r
+
∂vz
∂z
= 0 (10)
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Ce sont 4 e´quations aux de´rive´es partielles a` 4 inconnues vr, vz, vθ, P de´finies sur D.
2.3 Mode`le me´canique : sur les frontie`res de l’e´lectrolyte
Le champ de vitesses (ses composantes normales et tangentielles) disparaˆıt dans les parties du bord
du liquide ou` il est en contact avec les e´lectrodes ou` le verre qui le contient
vθ, vr, vz = 0 sur Γo, Γs, Γe (11)
Sur la frontie`re libre Γn (la tension de surface entre l’air et l’e´lectrolyte est ne´glige´e) il faut e´quilibrer
les densite´ de force de surface inte´rieure et exte´rieur a` l’e´lectrolyte. A` l’exte´rieur la densite´ de force
est seulement due a` la pression de l’air P0 ≈ 10
5 Pa (la force de viscosite´ dans l’air est ne´glige´e)
−P0 ~n = −P0 (nr ~er + nz ~ez) (12)
ou` ~n est la nomrale sortante (de l’e´lectrolyte) sur Γn. Dans l’e´lectrolyte, les forces de viscosite´ ne sont
pas ne´glige´es et la densite´ de force de surface est [4]
−P

 nr0
nz

+ 2ηD

 nr0
nz

 avec D = 1
2

 2
∂vr
∂r r
∂(vθ/r)
∂r
∂vr
∂z +
∂vz
∂r
r ∂(vθ/r)∂r 2
vr
r
∂vθ
∂z
∂vr
∂z +
∂vz
∂r
∂vθ
∂z 2
∂vz
∂z

 (13)
ou` D est le tenseur des vitesses de de´formation (2ηD est le tenseur des contraintes).
Ainsi les conditions aux limites sur Γn sont
η
(
r
∂(vθ/r)
∂r
nr +
∂vθ
∂z
nz
)
= 0 =⇒ r
∂ (vθ/r)
∂n
= 0 (14)
(P − P0) nr = η
(
∂vr
∂r
+
1
2
(
∂vr
∂z
+
∂vz
∂r
))
nz (15)
(P − P0) nz = η
(
∂vz
∂z
+
1
2
(
∂vr
∂z
+
∂vz
∂r
))
nr (16)
auxquelles il faut ajouter la condition indiquant qu’il n’y a pas de flux de matie`re sortant par Γn
~vm · ~n = vr nr + vz nz = 0 sur Γn (17)
2.4 Le mode`le approche´
Le mode`le complet de me´canique des fluides requie`re le calcul de P , vθ, vr et vz ainsi que celui de la
frontie`re libre Γn en utilisant (7-10), (11) et (14-17). Le couplage entre les calculs des composantes
azimuthale vθ et me´ridionales vr, vz du champ de vitesses est tel que
– le terme de Coriolis v2θ/r est le terme source de (8) ; il controˆle vr puis vz par (10) et aussi P ;
– vr et vz agissent dans (7) par l’interme´diaire du terme de transport ρ ~vm ·
1
r
~∇(r vθ) qui modifie la
solution vθ (produite par la force de Laplace) qui serait obtenue en leur absence.
L’effet des composantes me´ridionales peut donc eˆtre ne´glige´ en premie`re approximation si la vitesse
azimuthale n’est pas trop e´leve´e. Cependant, si ces composantes me´ridionales sont ne´glige´es sans
pre´caution (8) et (9) deviennent
∂P
∂r
= ρ
v2θ
r
;
∂P
∂z
= −ρ g in D (18)
et alors (18) ne conduit a` une expression souhaitable de la pression de la forme
P (r, z) = ρ
(∫ r
0
(vθ(u,z))
2
u
du− gz
)
+Cst (19)
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que si vθ ne de´pend pas de z. Mais vθ (par (7), (14), (11)) est solution de
η~∇ ·
(
1
r
~∇(r vθ)
)
+ fθ = 0 in D
r
∂ (vθ/r)
∂n
= 0 on Γn
vθ = 0 − Γe,Γo,Γs
(20)
et donc de´pend de z.
Cela montre que l’approximation faite de ne retenir que la composante de vitesse azimuthale vθ est trop
forte et qu’il faudrait prendre en compte e´galement les autres composantes. Pour conserver cependant
cette approximation et dans cette premie`re approche, le choix est fait d’approximer vθ dans (19) (et
seulement dans cette formule) par une quantite´ moyenne < vθ > (r) qui par construction ne de´pend
que de r. Et la modalite´ de ce choix est d’exprimer a priori cette quantite´ moyenne comme
< vθ > (r) = Ω1 r +Ω2 r
2 (21)
ou` Ω1, Ω2 sont les arguments minimisant de la fonction scalaire
(α, β) −→
∫
D
(
vθ(r, z) − α r − βr
2
)
rdrdz (22)
Il est possible de controˆler a posteriori la qualite´ de l’approximation en calculant le re´sidu du proble`me
de minimisation. Ceci fait (19) est donc remplace´ par
P (r, z) = ρ
(∫ r
0
(Ω1 +Ω2 u)
2 u du− gz
)
+Cst (23)
La frontie`re libre Γn est de´termine´e en utilisant l’expression qui demeure dans (15) and (16) quand le
mouvement me´ridional y est ne´glige´, soit
P (r, z) = P0 sur Γn (24)
et aussi la condition selon laquelle le volume d’e´lectrolyte V ol est impose´, ce qui permet de calculer le
terme constant Cst de (23). Une expression analytique (trop grande pour eˆtre e´crite) est alors obtenue
qui a la forme
z = Z(r;Rw, Re,Ω1,Ω2, g,Vol) (25)
et qui permet de trouver la hauteur z en fonction de r de la frontie`re libre Γn.
3 Mode`le couple´ e´lectro-me´canique et de´tails nume´riques
Les e´le´ments sont maintenant en place pour expliquer le fonctionnement de l’algorithme utilise´
1. pour initialiser : le domaine D est devine´, le potentiel vecteur magne´tique ~a calcule´ par (1) ;
2. quand le domaine D est connu, le potentiel e´lectrique ϕ est calcule´ par (2), la force de Laplace
fθ par (4), la vitesse azimuthale vθ par (20) ;
3. le domaine D est actualise´ par le calcul de la nouvelle frontie`re libre Γn par (25) ;
4. et finalement des ite´rations entre 2 et 3 sont effectue´es jusqu’a` convergence de la frontie`re libre.
Un outil de calcul symbolique (Mathematica) a e´te´ utilise´ pour tous les calculs. Les solutions des
proble`mes d’EDP (2) et (20) sont calcule´s comme approximation de Lagrange P1 sur un maillage tri-
angulaire ge´ne´re´ par une adaptation de l’algorithme de triangulation de Delaunay inte´gre´ ; les formules
de matrices e´le´mentaires sont automatiquement produites en utilisant les ressources du calcul symbo-
lique pour la de´termination des inte´grations analytiques des termes comme 1/r dans les triangles.
Il est possible de mettre en avant que le solveur nume´rique de Mathematica est assez efficace : pour le
proble`me (20) et un maillage de 2000 nœuds, le temps d’assemblage est de 1.6s et celui de re´solution
0.5s sur un syste`me dont le processeur est cadence´ a` 2.2 GHz.
Le potentiel vecteur magne´tique est obtenu sur chacun des nœuds du maillage a` partir de (1), puis il
est conside´re´ comme une fonction affine par morceaux pour le calcul de l’induction magne´tique qui est
ainsi constante par morceaux sur chaque triangle ; la force de Laplace (3) est alors donne´e par e´le´ment
et constitue une entre´e naturelle au proble`me (20).
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Figure 2 – A` gauche : ligne d’induction (ra(r, z) = Cst ou` a est calcule´ par (1)) et position relative
entre l’e´lectrolyte et l’aimant. A` droite : e´quipotentielles (ϕ(r, z) = Cst) et lignes de courant e´lectrique
(les lignes presque horizontales).
a b c d
Figure 3 – a) vitesse vθ solution de (20). b) : vitesse angulaire vθ/r. c) : diffe´rence entre vθ la solution
de (2) et Ω1 r + Ω2r
2 ou` Ω1 et Ω2 minimisent (22). d) : terme de Coriolis v
2
θ/r ou` vθ est solution de
(2)
4 Tests des calculs
Le mode`le de´crit est utilise´ sur une configuration dont les parame`tres sont ceux de la Fig. 1 ; avec
une diffe´rence de potentiel V = 1 V et une magne´tisation telle que l’induction magne´tique soit de 0.5
T sur l’axe et le bord de l’aimant, ce qui correspond a` une valeur mesure´e avec un gaussme`tre sur
l’aimant re´el.
Pour une forme converge´e de la frontie`re libre, la Fig. 2 a` droite montre les e´quipotentielles et les
lignes de courant (r h = Cst avec ~j = ~∇× (h ~eθ)) qui sont donc solutions d’un proble`me dual a` (2).
La relation entre le courant global I et V est V = R I ou` la re´sistance R est calcule´e par
R = V 2
/
2pi
∫
D
rσ
(
~∇(ϕ)
)2
drdz (26)
Le courant est presque uniforme´ment dirige´ dans la direction ~er et donc la de´pendance en espace de
la force de Laplace fθ est surtout controˆle´e par la forme du potentiel vecteur (Fig. 2, a` gauche) qui
fait apparaˆıtre que les lignes d’induction ne sont pas uniforme´ment dirige´es suivant l’axe z. Les Fig.
4-a et b montrent les champs de vitesse vθ et de vitesse angulaire vθ/r. La valeur maximale de ces
vitesses est situe´e a` l’inte´rieur du domaine D ; c’est duˆ au fait que la densite´ de force fθ est forte
pre`s de Γo et de´croit avec r alors que la vitesse est assujettie a` eˆtre nulle sur cette frontie`re. La Fig.
4-gauche montre les diffe´rentes formes prises par la surface libre au cours des ite´rations. La surface
plate est celle de l’initialisation quelques ite´rations seulement sont suffisantes pour arriver a` une forme
converge´e stable.
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Figure 4 – A` gauche : diffe´rentes formes de la frontie`re libre au cours des ite´rations ; la forme en gras
est la forme converge´e. A` droite : traits pleins : vθ(r, Z(r; . . .))/r ; petites hachures : Ω1 +Ω2 r grande
hachure : valeur mesure´e.
5 Conclusions
Pour conclure, une expe´rimentation a e´te´ re´alise´e avec le jeu de parame`tres de la Fig. 1. La comparaison
avec le calcul peut eˆtre faite sur trois crite`res nume´riques. D’abord la valeur de la re´sistance : la
valeur de la conductivite´ de l’e´lectrolyte est de´duite par une mesure de la re´sistance e´lectrique sans
mouvement. En pre´sence de l’aimant et donc de mouvement, avec une tension de V = 1V la valeur
mesure´e est de 2.33 S/m pour une valeur calcule´e de 2.1 S/m.
Ensuite le champ de vitesse : une me´trologie adapte´e a` la mesure du champ de vitesse en tout point
de l’e´lectrolyte n’e´tait pas disponible, aussi un tachyme`tre optique capable de de´tecter le mouvement
d’une pie`ce de matie`re re´fle´chissante qui est pose´e sur la surface du liquide a-t-il ete´ utilise´. Le re´sultat
de mesure est de 14 rd/s qui est reporte´ sur la Fig. 4-droite en vis-a`-vis des vitesses angulaires calcule´es :
vθ/r et Ω1 + Ω2 r (correspondant a` l’approximation (21). L’ordre de grandeur de la vitesse angulaire
mesure´e correspond a` celui des calculs.
Et finalement la forme de la frontie`re libre : une mesure de la diffe´rence de hauteur entre le centre et
la pe´riphe´rie est de 7 mm, ce qui correspond au calcul reporte´ sur la Fig. 4-gauche.
Cependant quand la valeur de la diffe´rence de potentiel V est augmente´e, la densite´ de force de Laplace
(3) augmente aussi ainsi que la vitesse (20) et des e´carts plus importants apparaissent entre calcul et
mesure. C’est duˆ aux deux raisons suivantes
Comme le montre la Fig. 4-droite, l’approximation (21) de la vitesse n’est pas suffisante ; il faudrait
introduire plus de termes pour mieux approcher la forme calcule´e.
De plus le terme source ρ v2θ/r des proble`mes (8-9), (11), (15-16) devient non ne´gligeable et produit
certainement un mouvement me´ridional qui modifie le mouvement azimuthal de part le terme convectif
dans (7).
Aussi le proble`me couple´ entier doit-il eˆtre envisage´. Cependant cette approche est utile en ce qu’elle
constitue une premie`re e´tape de ce mode`le plus complet.
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